Probléme 4 : Dépollution de la Seine
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Résumé

Le probléme présenté s’intéresse & la croissance d’une population
de bactéries dans un bassin d’eau poluée. Ces bactéries ayant une fa-
culté de dépollution, il sera question de déterminer, selon les conditions
initiales, la possibilité d’un assainissement total du bassin. On a traité
toutes les questions sauf la question 7.
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1 Enoncé et notations

Les bactéries sont placées, au jour 0, dans un bassin de volume V =
2500m3, qui ne contient que de I’cau polluée.
Soit T' € N, on note vy le volume des bactéries au matin du jour 7', avec
vg € [0; V]. On note ug le volume total d’eau propre au matin du jour 7'. On
a ug = 0.
Cyle de vie des bactéries au jour T :

e A midi, les bactéries dépolluent un volume vy d’eau du bassin.

e Au coucher du soleil, les bactéries se reproduisent. Les bactéries meéres

disparaissent. Le volume des bactéries filles est alors de f(vr), avec
f:0;V]—=1[0;V].

e Jusqu’a minuit, les bactéries se déplacent dans le bassin.

e A minuit, les bactéries présentes dans de 1’eau propre meurent, celles
se trouvant dans de l’eau polluée survivent et dépollueront celle-ci a
midi, le lendemain.



1.1 Le volume d’eau propre dans un bassin stagnant

Au jour T+ 1, le volume d’eau propre correspond & la somme du volume
d’eau propre au jour T et du volume vy dépollué par les bactéries & midi.
Ainsi,

VT € Nyupyy = up + vp

On en déduit, par récurrence, que
T
VT € N,Uqurl = E Vg
k=0

1.2 Le volume des bactéries

Soit g un fonction quantifiant le volume de bactéries disparaissant & mu-
nuit. On suppose que VT, g(f(vr),ury1) € [0; f(vr)] (le volume de bactéries
filles disparaissant ne pas étre supéricur au volume de bactéries filles; cette
notation suppose donc aussi que f(vr) > 0). On a,

YT € N.vpy, = { Flor) — g(f(or),urss) si f(vr) — g(f(vr),upar) <V — upp
e V —uri sinon

On majore vy par V — uryq car, si vpyq était supérieur & V — uryq, cela
signifierait qu’il y a plus de bactéries au matin du jour 7'+ lque d’eau pollué.
Or toutes celles présentes dans de I’eau propre sont mortes pendant la nuit.

Proposition 1.2.1. Si, f([0;V]) C [0;V], alorsVT € N, 0 <vp <V —ur.

Démonstration. L’inégalité vy < V' — up est vraie pour tout 7" > 1 d’aprés
la définition de vpyq. Par ailleurs, vp < V. Or V=V — 0 =V — uyg, donc,
vg <V — ug. Donc, I'inégatilité est vraie pour tout 7" € N.

Démontrons par récurrence I'inégalité vy > 0. Soit T" € N, on considére la
propriété p, : "vp < 07.

Initialisation v, € [0; V], donc, vy > 0, donc P est initialisée.

Hérédité On suppose que pour un 7" € N donné, pour tout 77 < T, P(T")
est vraie, soit que vp» > 0. Montrons que P(T + 1) est vraie, c’est-a-dire
vry1 > 0. Par disjonction des cas,

Sivryr =V — uryq. D’aprés la premiére inégalité, v < V — up, donc,
vr +ur < V. Or, ury; = vr + up, on en déduit que up,; < V. Finalement,
UT+1:V*UT+1 ZV*V:O



Si vry1 = f(ur) — g(f(vr), ursq), D’aprés Phypothése de récurrence, vy > 0
T

et upr = ka > 0. D’aprés la premicre inégalité, vy < V — up, puisque

k=0
ur > 0, il vient, vp < V. On en déduit que vy € [0;V]. Or, f([0;V]) C [0; V],

dOl’lC, f(UT) 2 0. On a dOHC, g(f(UT)7 UT+1) € [0 ) f(UT)]7

0 < g(f(vr),urs1) < f(vr)

donc,
—f(ur) < =g(f(vr), uri1) <0

on en déduit que,

f(ur) = f(ur) < flvr) — g(f(vr), uri1) < f(vr)

on obtient,
0<wvrsn

La propriété P est héréditaire.
Conclusion La propriété est initialisée pour n = 0 et elle est héréditaire.
D’aprés le principe de récurrence, V1 € N, 0 < vp. O

Proposition 1.2.2. Si, f([0;V]) C [0;V], alorsVT € N, 0 <up <V.

Démonstration. ur est une somme de termes positifs, donc uy > 0. Par
ailleurs, si T" > 1, alors, d’apreés la proposition précédente, vy <V —up_q,
donc, vr_1 +ur_1 =ur <V.SiT=0,u=0<V. O

Proposition 1.2.3. Si, f([0;V]) C [0;V], et vg > 0 alors VT € N*, 0 <
ur S V.

Démonstration. Résultat immédiat d’aprés la proposition précédente. O

Proposition 1.2.4. Soit T < 2, up = V si et seulement si, f(vr_3) —
g(f(vr—e),ur—1) >V —up_;.

Démonstration. ur =V <= ur_1+tvr_1 =V <= vp_1 =V —-ur_| <
flor—a) — g(f(vr_a),ur—1) >V —ur_, U

Remarque SiT e N ur =V < vr_1 =V —up_1.



2 Une population bornée

On considére a présent que,

1o 1)

On cherche a déterminer les valeurs de K pour lesquelles, si 0 < vy < V,
alors, pour tout 7', 0 < wvp < V.

Lemme 2.0.1. Soit K € R donné, les propositions suivantes sont équiva-
lentes,

(1)) 0<v <V = VI'eN0<vp <V
(i) f([0;V]) C[0;V]

Démonstration. (1) = (i)

f est défini comme une application de [0;V] dans [0; V], donc f([0;V]) C
[0;V]. K doit toujours permettre (ii), donc, si (¢) est vrai, I'implication est
vraie.

(i1) = (1) Si f([0;V]) C [0;V], d’aprés la démonstration de la proposition
1.2.1, l'initialisation tient & 0 < vy < V, donc, si 0 < vy < V, alors, pour
tout T' € N,0 < vy <V — up. D’apreés la proposition 1.2.2, upr > 0, donc,
VI'e NO<wvr <V. O

On cherche donc a déterminer les valeurs de K pour lesquelles f([0:V]) C
[0;V]. f est dérivable sur [0; V] comme somme de fonctions dérivables sur ce
méme intervalle.

N _2Kv_ _2_v
Voel|0;V], fl(v)=K % —K<1 V)

Procédons par disjonction des cas,
pour K > 0, on obtient,

7
v 0 — %
2
Signe de f'(v) + 0 _
.. V
Variations f <§)
de f - — T
0 0




f admet un maximum en v = o donc, pour que f([0;V]) C [0;V], il

faut que f (g) <V, soit,

v

K| —-— <V

2 V -
Ce qui équivaut a,
v
K— <V
1S
Soit,
K <4

pour K < 0, f/(v) est de signe opposé, ainsi, Vv € [0; V], f(v) < 0.
Or, K doit permettre, f([0;V]) C [0;V] donc K = 0. Ainsi, le cas K < 0 ne
permet pas d’obternir f([0;V]) C [0;V].

Donc, K € [0;4] < f([0;V]) C [0;V]. D’aprés le lemme 2.0.1, les
valeurs de K pour lesquelles si 0 < vy <V, alors pour tout T, 0 < vy <V,
sont tous les K compris entre 0 et 4.

3 Des bactéries polluphiles
Pour simplifier, on considére que K > 0, que vy € [0; V] et que

f(v)—{KU sSi0< Ko<V

~ 1 V  sinon

On a, Vv e [0;V],0 < f(v) <V On en déduit que 'on pourra appliquer les
propositions 1.2.1 et 1.2.2 aux modéles qui suivent.

Dans ce modéle, on suppose que les bactéries filles se déplacent en priorité
dans I’eau polluée. A défaut de place, certaines resteront dans de 1’eau propre.
Puisque V' — w4y correspond au volume d’eau polluée le soir du jour T, on

a, (g(f(vr),urs1) = 0)

VTEN,’UT+1{ f(UT) S1 f(vT)SV_uT+1

V —upyq sinon
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On a donc, si vg > 0

K’UT si KUTSV_MT+1

VT €N, v = .
A V —uryy sinon

On cherche a savoir, selon les valeurs de K et de vy, si le bassin finira par
étre dépollué.
Si vg = 0, il semble évident que le bassin restera pollué. Si K = 0, le bassin
ne sera dépollué que dans le cas ot vg = V.
On considére donc, a partir de maintenant, que vy > 0 et K > 0. On remarque
par ailleurs, que dire que le bassin sera dépollué revient a dire qu’il existe
T € N tel que ur =V.

Lemme 3.0.1. Soit 7" € N*, si VT <T", vy > 0, alors
VT <T —1,vp = KTy,

Démonstration. On procéde par récurrence, soit 7' € N, on consideére la pro-
priété "vp = K"

Initialisation vy = K°vp, la proposition est initialisée pour n = 0.
Hérédité Soit T < T — 2 donné, on suppose que vy = K vy, montrons que
vy = K. Ona, T+2 < T', donc vpyg > 0. Sivpy =V —upiq, upig =
vy +ury; = V), donce, d’aprés la proposition 1.2.1, vy <V —upys = 0,
donc, vryo = 0. Ainsi, vy ; = Kovp. D’aprés 'hypothése de récurrence, on
obtient vy, = K71, la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété est initialisée pour n = 0 et elle est héréditaire,
d’aprés le principe de récurrence, VT < T' — 1,07 = KT, O

D’apreés la proposition 1.2.4, le bassin est dépollué au jour 7" quand,
Kvp_o 2V —upr_y

D’apres le lemme 3.0.1, (on peut supposer que ¥Vt < T, vy > 0, sinon, il existe
vp = 0, le bassin est déja dépollué), il vient,

T—2
KT*IUO >V — ka
k=0

Donc,
T—2

K'Yy, >V — ZKk’l)g

k=0



Il vient,

v
KT=t>_ _\ K¢
On obtient,
T-1
K* > v
k=0 Yo
Par disjonction des cas,
Si K #1,
KT -1
> 2 1)
K -1 Vo
Donc,
K -1
K" > V=1
Vo
V(IK-1
Si K > 1, puisque In(K) > In(1) =0 et ¥ +1>0
Vo
K-1
ln(V( ) 1)
T > Y%
- In(K)
K -1
ln(u +1)
On pose m = Yo . On en déduit que si, K > 1 et vy > 0, le
In(K)

bassin est dépollué au jour |m.

Si K < 1, d’apres 1, le bassin est dépollué¢ en T si et sculement si 37T €
V(K —-1) V(K —-1) Vg

N, KT < + 1 Ainsi, si +1 <0, soit, si >V, il
Vo Vo K -1
n’existe pas de T' vérifiant 1, le bassin n’est jamais dépollué.
v
Si I i 1 <V, alors, 1 équivaut a,
V(K -1
=D
T > 1;’2]() (car In(K) < In(1) = 0)

Par un raisonnement similaire au cas précédent, le bassin est dépollué au jour
1m.



/-1
\% Vv
Si K =1, Z K* > — «= T > —, donc, le bassin est dépollué au
=0 Vo Yo

, V
jour |—.
Vo

4 Des bactéries polluphobes

On suppose maintenant que les bactéries se déplacent préférentiellement
dans I'eau propre. A défaut de place, certaines resteront dans de ’eau pol-
lué. On suppose, par ailleurs, que vy > 0. On a donc, ( g(f(vr),ury1) =
{ uryr st upg < f(or) )

f(vr) sinon

flor) —urp siupy < flop) <V

VT e N, Ury1 = V — Ur41 si f('UT) >V
0 si f(ur) <wurp
On considére, par ailleurs, que vy > 0.
On a donc,
Kvp —uryy siury < Kop <V
VTEN,UT_H: V—UT_H si Kvp >V

0 si Kvp < upyq

Lemme 4.0.1. On calcule les premiers termes des suites (vr) et (ur),

T ur Ut

0 0 Vo

1 Vo + Uy = Vg Kvo—ulz(K—l)Uo
2 U0+(K—1)U0:KUO KUl—UQZK(K—2)UO
3 K(K —1)v, K(K?—3K + 1)ug

J K*(K — 2)v, K2(K? — 4K + 3)u,

On cherche tout d’abord a savoir si (vr) converge.
On raisonne par I'absurde, si (vr) ne converge pas vers 0, par définition de
la limite,
de>0,VN > 0,37 > N,vp > ¢

Ainsi pour un e donné, en particulier pour N = 0, il existe Ty > 0 tel que
Vr, > €.



On prend maintenant N = Ty + 1, il existe de méme 177 > Ty + 1 > T, tel
que vy, > €.

En itérant ce processus, on construit une suite (7)ren, telle que pour tout
k € N, vr, > €. Or, la suite (ur) est minoré par celle de la somme des vr,.
On en déduit que lorsque T tend vers 'infini, ur tend aussi vers I'infini. Ce
qui est contradictoire avec la proposition 1.2.2, uy < V.

On étudie la suite (vr) selon les valeurs de K.

41 Si K<

Si K < 1, la seule valeur de vy permettant la dépollution du bassin est
vg = V. D’aprés le tableau du lemme 4.0.1, pour K < 1 toutes les bactéries
sont mortes au jour 1 : v; = (K — 1)vg > 0. Le bassin ne peut donc avoir été
dépollué que pour vy = V.

42 Sil<K<2

V
Sil < K <2, lebassin est dépollué si et seulement si vy > T D’aprés le

tableau du lemme 4.0.1, pour 1 < K < 2 toutes les bactéries sont mortes au
jour 2 : vy = K(K —2)ug > 0. Il faut donc que le bassin soit dépollué au jour
2. D’aprés la proposition 1.2.4, us = V si et seulement si, Kvg—u; > V —uyq,

. V
c’est-a-dire, Kvy >V, vg > e

4.3 SiK =14

Si K =4, on a, jusqu’a un certain 7", vy > up :
Par récurrence, vy > 0 = ug. Si vy > urp, vp+vr > vr+ur, done, 2vp > Uy .
Or, vy = 4vr — upyy tant que 4dvp < V. Donc, vryy > 4vp — 2up = 2vr.
I vient, vryq > upyq. Ainsi, tant que 4vr <V, vy croit, donc, 4vr finit par
atteindre V', soit, vry 1 =V —upyq, uryo = V. Le bassin sera dépollué.

Par ailleurs, vy = 4vp — upy; < 4vp, done, par récurrence, 47vy > vp.
De plus, vpyq > 2vp, done, vy > 2Tvy. Ainsi, 27vy < vp < 4Tvg. Ainsi, si
2ur_1 atteint V' le bassin est totalement dépollué en 7.

%4
In(—)
Donc, si 27vy >V, soit si T > Yo , alors 2vp_1 >V, donc vy < 2up_; <

In(2)

10



In(~—)

V', donc ury; = 0. Le bassin sera dépollué au plus tard, en 7' =] ; (2}20) + 1.
n
A Tinverse, tant que 4 x 47"1yy <V, 4vp_; n’atteindra pas V.
%
In(—)
Donc, tant que 1" <] ] (1}43 le bassin ne sera pas dépollué.
n
V
In(—)
Il faut donc que T' > ] (1)40) + 1 pour que le bassin soit dépollué. Finalement,
n
on en déduit que la dépollution compléte du bassin aura lieu en :
V Vv
In(—) In(—)
T Yo 1- Vo 1
clmmy thlmey Y

4.4 Si K >4

On procede de la méme maniére qu’au cas précédent, il vient, (K —2)Tvy <
vr < KTvy. Ainsi, la dépollution compléte a lieu en :

ln(UK) ln(g)
T e HTO+1;1 Zn(QO) + 1]

4.5 Si2< K <4

On a, d’aprés le tableau 4.0.1, vy = K%(K? — 4K + 3)vg, or K? —4K + 3
a pour racines 3 et 1, ainsi, pour KX < 3, v4 = 0. Toutes les bactéries sont
mortes au jour 4. Il faut donc que le bassin soit dépollué au jour 4. D’aprés la
proposition 1.2.4, uy = V si et seulement si, Kvy —uz > V — ua, ¢’est-a-dire,
K(K? -3K + 1)vg >V — Kuvg, K(K> — 3K + 2)vg > V — Kuvp. Si K > 3,
il semble que I'on puisse affirmer que (K — 2)Tvy < v, ainsi, le bassin finira
par étre dépollué.

5 Brassage du bassin

L’eau du bassin est maintenant brassé entre le coucher du soleil et minuit.
A minuit, les bactéries se trouvent proportionellement répartis dans le volume

11



arV d’eau propre et bV d’eau polluée. On considére, afin de simplifier les
calculs, que vr et ur représentent respectivements les proportions de bactéries
et d’eau propre. Ainsi, VT € N, ur = arp, la loi d’évolution des bactéries est
donc,

KUT(l — UT+1> si [(’UT(l - UT+1) S vV — UT+1
V —ury sinon

vT € N,’UT+1 = {

Car seules les bactéries présentes dans l'eau polluée (1 — uriy) en fin de
journée survivent. La suite (ur) est croissante. Comme elle est majorée par
1, elle est convergente. La question est de savoir si elle converge vers 1.

5.1 Les premiers jours

Au jour 1, on a, u; = vy et v; = Kvg(1 — vp).
Il y a dépollution totale dés le jour 1, si vy = 1.
Il y a dépollution totale au jour 2 si les bactéries emplissent tout le bassin

1
avant le brassage a la fin du Jour 1, soit si Kvy > 1, soit K > —
Vo

Au jour 3, uz = vo(1+ K (1—1g)) v3 = K?vo(1—vg)(1—vo(1+ K (1—vp))) Iy

a dépollution totale au jour 3 si les bactéries emplissent tout le bassin a la fin

1
du jour 3, avant le brassage, soit : K?vy(1 —vg) > 1, soit K > ————.

’Uo(l — Uo)
La condition sur K pour la dépollution au jour 4 est plus difficile a étudier
car elle suppose que Kvg > 1, ce qui nous donne un polynéme de degré 4 en
K et en vy, qui doit étre supéricur a 1.

Au jour 5, la dépollution compléte a lieu si Kvy > 1, soit une inéquation avec
un polynéme d’ordre 8 en K et 8 en vy.

Il y a dépollution au jour (7" + 1) si les bactéries emplissent ’ensemble du
bassin a la fin du jour 7.

Lemme 5.1.1. Au jourT € N* linégalité Kvp_1 > 1 est polynomiale d’ordre
271 tant pour K que pour vy.

Démonstration. Soit T' € N*, on pose, p; : "vr est un polynéme d’ordre 27
pour vy et 27 — 1 pour K, et ur est un polynéme d’ordre 27! pour v, et
d’ordre 27! —1 pour K". Démontrons que cette propriété est vraic pour tout
T € N* par récurrence,

12



Initialisation En 7' = 1, v; = K%v(1 — vp), c’est un polynome de degré
2 = 2271 pour K et vg. De plus, u; = ug + v9 = vp, qui est d’ordre 1 = 2°
pour vy et 0 = 2° — 1 pour K. La propriété est initialisée.

Hérédité On suppose que pour un 7" € N*, la proprié¢té p, est vraie. Montrons
que P(T + 1) est vraie. upy1 = ugp + vy, d’aprés 'hypothése de récurrence,
ur41 est un polyndéme du méme ordre que vy pour vy et pour K, donc d’ordre
2T pour vy et 27 — 1 pour K. vy = Kvp(1 — uryy), done,

e en vy, lordre est 27 pour ur,; et 27 pour vy, donc lordre est de 27+

e en K, l'ordre est 27 — 1 pour up,; et 27 — 1 pour vy, donc l'ordre est
de (1427 — 1)(27 — 1) = 27+ — 1.

La propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété est initialisée pour n = 1 et elle est héréditaire,
d’aprés le principe de récurrence, pour 1" € N*, vy est un polyndme d’ordre
2T pour vy et 27 — 1 pour K, et up est un polynéme d’ordre 271 pour vy et
d’ordre 27! — 1 pour K. On en déduit que, pour tout 7' € N, Kvp_; est un
polynéme d’ordre d’ordre 27! tant pour K que pour vy. O

Dans le repére d’axes, K, vy, Kvr, les aires correspondants a 'inégalité
Kwvr > 1 sont la trace dans le plan z = 1 du volume défini par z > Kvp(x =
K,y = wvp). Il n’y a aucune raison apparente pour que ’on n’ait pas plusieurs
aires disjointes.

5.2 La dépollution selon K

Etudions les possibilités de dépollution selon K.
Si K < 1, dans 'hypothése ot vy < 1 (si vg = 1, la dépollution a lieu dés le
jour 1 indépendamment de K). On a up =0 < 1 et vy < 1.

Lemme 5.2.1. St K < 1, alors pour tout T € N, up < 1.

Démonstration. Soit T' € N, on pose p; : "ur < letvy < 1—ur”. Démontrons
par récurrence que cette propriété est vraie pour tout 7.

Initialisation en T'= 0, up = 0 < 1 et, on suppose que vg < 1. La propriété
est initialisée.

Hérédité On suppose que pour un rang 7" € N donné, p; est vrai. Montrons
que P(T + 1) est vrai. D’aprés I'hypothése de récurrence, ur < 1 et vp <
1 — up. Done, up1 = up +vr < 1. Et vy = Kop(1 — upyq), or K <1 et

13



vr < 1, donc Kvp < 1. On en déduit que vy < 1 — upyq. La propriété est
héréditaire. Conclusion La propriété est initialisée pour n = 0 et elle est
héréditaire, d’apres le principe de récurrence, VI' € N, up < 1. O

Ainsi, si K <1, le bassin n’est pas dépollué aprés un nombre fini de jours.
K > 1 est donc une condition nécessaire de dépollution, indépendamment de
vg. C’est assez intuitif, car si £ < 1, le nombre de bactéries va décroitre d'une
génération & lautre (ou rester stable). Méme avant le brassage, le volume
des bactéries ne sera jamais suffisant pour remplir complétement le bassin et
pour le dépolluer complétement.

A contrario, on a montré plus haut que K peut prendre des valeurs aussi
proches de 1 qu’on souhaite, dés lors que Kvy > 1, il y a dépollution au 2éme
jour.

5.3 Calculs numériques

Les graphiques ci-dessous représentent les résultats de dépollution au bout
de 40 itérations.

10

— K=1/v0
K=1/sqrt(vo(1-v0))

FIGURE 1 — Les couleurs représentent le nombre d’étapes au bout duquel
ur = 1. La couleur violette correspond a une abscence de dépollution.

On observe sur ces graphiques que le bassin n’est effectivement jamais
dépollu¢ pour K < 1. On peut, par ailleurs, aussi conjecturer que pour
K > e, le bassin est toujours dépollué, peu importe la valeur de vy.
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En zoomant sur de petites valeurs de vy, on obtient,

0 0.002 0.004 0.006 0.008
w0

6 Evaporation de ’eau

Chaque jour entre midi et le coucher du soleil un volume w € [0; V] d’eau
s’évapore. Elle est remplacé pour la méme quantité d’eau pollué au coucher
du soleil avant le brassage. On considére dans la suite de l'exercice que w
représente la proportion d’eau qui s’évapore. Avec une proportion d’évapora-
tion w, la proportion d’eau propre du jour suivant est comme dans le modéle
précédent la somme de la proportion d’eau dépolluée et de la dépollution des
bactéries présentes au matin, mais multipliée par un coefficient (1 — w) de
I’eau qui s’est évaporée :

VT € Nyuryr = (ur +or)(1 — w)
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Les bactéries sont également affectées d’une diminution (1-w) avant leur re-
production au coucher du soleil. Leur modéle devient donc,

I((l — ’U})UT(l — uTJrl) si K(l — UJ)UT(l — ’LLT+1) < 1-— UT+1
1 —upy sinon

vT S N,’UT+1 = {

6.1 Les points fixes

On considére tout d’abord, que les limites des formules ne sont jamais
atteintes, K (1 — w)vr(1 — pryq1) toujours inférieur & 1 — pry ;.
On commence par rechercher les points fixes du modeéle, s’ils existent. Un
point fixe de la double suite (ur,vr), est un couple (uy,vy) tel que,

{ up = (ug +vp)(1 —w)
vp=K(1 —w)vs(l—uy)

Le couple (0,0) est un point fixe.

Lemme 6.1.1. Siw # 1 ou 0, soit les deux éléments du point fixe sont nuls,
soit aucun n’est nul.

Démonstration. Si, uy =0, 0 = v;(1 —w), donc vy = 0. Réciproquement, si
vy =0, uy = us(l —w), donc, upw =0, uy = 0. O

Lemme 6.1.2. I] existe un seul point fize non nul, si K(1 —w) <1,

1
S K(1— 1
uy Ki—w) si K(1—w) >

1
vp = a iuw) X (1 — m) si ce nombre multiplié par K(1 —w) est inférieur a 1

Démonstration. On a, vy = K(1 —w)vs(1 — uy). Il vient, puisque vy # 0,
1 :K(l —w)(l—uf)

Donc,
1 1
U =1— ———=
/ K(1—w)

On en déduit que,

1 1

VR TR

K =) +vp)(1 —w)
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D’ou,

1
! K(l1—-w 1
1£w : (1_K(1—’U))+vf)
11 vient,
1_K(11 )
e Gl - Y
Donc,
S S S
1—w  K(1—w)? K1l-—w) 7
Donc,
1 1 1
Uf_mo_l{(l—w)_(l_w)—i_f)
Finalement,

(]
1

m < 1), ce qui équivaut a,

La condition sur vy, sécrit Kw(1 —

Kw(l—w) < (1—w).

Le raisonnement a été mené sans prendre en considération la possibilité
que vr = 1 en fin de journée, c’est-a-dire que les bactéries envahissent le
bassin en totalité en fin de soirée avant le brassage.

Si un tel cas de figure arrive, alors la dépollution est compléte le lendemain
(T + 1) avant 1’évaporation.
On a alors en fin de soirée

e un volume de bactéries de K(1 — w)(1 — pryq) avec pryp < 1 —w et
donc 1 —pry1 > w

e un volume d’eau pollué de w, donc pri1 = w

Et pour que cela se reproduise le jour T+ 2, il faut qu’en soirée du jour T+1,
K1 —w)(1—-pr) > 1.

Et de la méme manicére, pour que cela se reproduise le jour 7'+ 3, il faut
qu’en soiréedu jour 7'+ 2, K(1 — w)(1 — pry1) > 1. Or pry; = w, donc,
K(1 —w)w > 1. Alors un systéme constant s’installe avec pr = 1 — w et
Ur = W.
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6.2 Les premiers jours

Le jour 1, on a, p; = 0 et vy = vp.

Il y a dépollution totale dés le premier jour si vg = 1, mais aprés on réintroduit
w de pollution.

Si K (1 —w)1, les bactéries continuent de remplir le bassin & la fin du jour 1,
elles vont & nouveau dépolluer tout au jour 2. Si en fin de jour 2, K (1—w)w >
1, la dépollution a lieu & nouveau le jour 3 et le systéme reste constant.

Si K(1 —w) < 1, on a une disparition progressive des bactéries, qui tendent
vers 0 et pr tend lui aussi vers 0.

Au jour 2, py = (1 —w)vg et vo = K(1 — w)vg(1 — (1 — w)wyp).

Il y a dépollution totale au 2éme jour si les bactéries emplissent tout le bassin

1
avant le brassage a la fin du jour 1, soit K (1 —w)vy > 1, soit K(1 —w) > —.

Vo
On repasse par I'étape d’une dépollution totale et,

e si K(1—w)w > 1, le systéme reste constant avec dépollution compléte
tous les jours.

e si (1 —w) <1, on a une disparition des bactéries.

Au jour 3, p3 = vo(1 — w)?(1 + K(1 —w)(1 —wvp)) et vz = K2(1 —w)?vy(1 —
(1 —w)ve)(1 —ve(1 —w)*(1+ K(1 —w)(1 —wp))).

Il y a dépollution totale au 3éme jour si les bactéries emplissent tout le bassin
a la fin du 2éme jour, avant le brassage, soit, K (1 —w)rvg(1—(1—w)wvg) > 1.
Ce qui devient complexe a résoudre dés le 3éme jour. La suite est encore plus
compliquée qu’a la question précédente.

6.3 Etude de la convergence

K(l — ’UJ)’UT(l — ’LLTJrl) si K(l — ’LU)’UT<1 — ’LLT+1) S 1— UT+1
1 —upry sinon

VT € Nyupy = {

Si K(1 —w) < 1, la suite (vr) décroit plus vite que la suite géométrique de
raison K (1 —w) puisque (1 — pry1) < 1. Elle converge donc vers 0. La suite
pr converge alors également vers 0.

Si K(1 —w)w > 1, alors la suite (vr) croit plus vite qu’une suite géomeé-
trique de raison K (1 —w)w, puisque 1 —pry; > w, et ne s’arrétera de croitre
qu’en atteignant les valeurs constantes vr = w et pr =1 — w.
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o 1
1T—w w(l—w)
vy est décroissante, donc convergente. Si cette limite est non nulle, (pr) est
bornée par un minimum p,, a partir d’'un certain rang, vy décroit comme une
suite géométrique de raison 1 — p,,, et elle converge vers 0. Donc vy converge
vers 0 et pr aussi par conséquent.

Si K(1 —w)w = 1, le systéme constant de dépollution compléte tous les
jours avec v = w et pr = 1 — w, peut étre atteint, dés lors qu’il est atteint
une fois (ce qui n’est pas établi).

Il reste donc a étudier le cas on K € | . SiK(1—w) =1,

Si—— < K < ————, le systéme constant de dépollution compléte
1—w w(l —w)

tous les jours avec vy = w et pr = 1 — w ne peut étre atteint.

On est dans le cas ot vy et py existent.

Si la double suite (pr,vr) converge, sa limite est 'un des deux points fixes
(0,0) ou (py, vy)-

Mais si la double suite tend vers (0,0). On a, vy = K(1 —w)(1 — pryq),
donc (vr) qui est croissante tant que (1 — ppyq) est supérieur & un minimum
m tel que K (1 —w)m > 1. (vr) sera donc croissante plus rapidement qu’une
suite géométrique de raison K (1 —w). Si pr tend vers 0, vy va croitre forte-
ment. Or pr > (1 — w)vT,l donc pr va croitre fortement aussi, pr peut pas
tendre vers 0.

Ainsi, si la suite (pr, vr) est convergente dans cet intervalle de K, c’est né-
cessairement vers (pr,vy). Il reste & déterminer & quelle condition cette suite
est convergente. On n’a pas résolu cette question.

On cherche a présent a déterminer a quelles conditions, la suite (pr,vr) est
périodique. On a déja le cas de figure de la question précédente de suite
constante a partir d’un certain rang (pour Kw(1 —w) > 1). En dehors de ce
cas de figure, on peut limiter I’étude a l'intervalle sans convergence certaine,

1
s0it K ; .
sort € [1—w’w(1—w)]

7 Une météo variable

On revient ici & un modéle sans évaporation (le modele de la section 5),
mais avec une alternance du coefficient de reproduction K, qui est de K les
jours impairs et de K3 les jours pairs. Cette alternance est supposée modéliser
effet d’une alternance de beaux jours (coefficient de reproduction K7) et de
jours de pluie (coefficient de reproduction Ky < K7).
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On a donc le modéle suivant,
VT € N, Ury1 = U + Ur

Kyvp(1 — pryq) si T impair
VT € Nyupyy =< Kovp(1 — pryq) si T pair
1 —pr si (K ou Ko)vr(l —prya) > 1—pry

L’étude de ce modéle s’apparente donc a celle du modéle de la section 5. Sur
un grand nombre de générations, et pour vy << 1, tout se passe en moyenne
comme dans le modéle de la section 5, avec K = v/ K7 K,. Pour les conditions
aux limites du modéle, Kjvp ou Ksvp proche de 1 — pr, les choses vont se
compliquer.

La suite pr est a nouveau toujours croissante. Comme elle est majorée
par 1, elle est convergente. La question est de savoir si elle converge vers 1.

7.1 Les premiers jours

Le jour 0, on a, pg = 0 et vy Il y a dépollution totale dés le jour O si
Vg = 1.

Au jour 1, p; = vg et v; = Kjvp(1 —vp) Il y a dépollution totale au 2éme
jour si les bactéries emplissent tout le bassin avant le brassage a la fin du ler
jour, soit si Kvy > 1, soit K7 > 1/vy.

Au jour 2, py = vo(1 4+ K1(1 — vp)) et va = Ky Kovp(1 — vp)(1 — vo(1 +
K,(1—w))) Il y a dépollution totale au jour 2 si les bactéries emplissent tout

le bassin a la fin du jour 1, avant le brassage, soit, K;Kovo(1 —vg) > 1, soit

1
VK1 Ky > ————. On retrouve la méme condition que dans la section

’Uo(l — Uo)
5, mais au lieu du coefficient K, c’est la moyenne géométrique de KK, qui

doit étre supérieure & .
’Uo(]_ — Uo)

7.2 La dépollution selon K; et Ky

Etudions les dépollutions selon les coefficients K; et Ks.
Si K1Ky <1 Si K et Ky sont tous deux inférieurs a 1, alors vy (K7, Ks, vg)
est majorée par la suite vy (K5, vp) de la section 5 avec un seul coefficient K.
On avait montré que cette suite convergeait vers 0 et que la dépollution était
impossible.
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8 D’autres pistes de recherche

Les principes du probléme sont de déterminer une loi d’évolution des
bactéries et de la quantité de pollution, qui est un stock de nourriture.

Les bactéries ont a disposition un stock de nourriture plus ou moins im-
portant. Elles en retirent de 1’énergie. Dans les modeéles étudiés jusqu’a pré-
sent, cette énergie est uniquement consacrée a la reproduction, puisqu’elles
meurent.

On peut imaginer un modeéle qui répartissent I’énergie acquise par cette
pollution-nourriture entre :

e l'acquisition de nourriture
e la reproduction

e un processus de réparation visant a assurer la survie de la bactérie au
jour suivant

Dans le modéle développé ici, on peut envisager que 1’énergie nécessaire
pour l'acquisition de la nourriture soit plus faible quand il y a beaucoup de
nourriture disponible par rapport au nombre de bactéries. De ce fait chaque
bactérie pourrait consacrer plus d’énergie a sa survie/reproduction quand il y
a beaucoup de nourriture et qu’elle n’a pas a consacrer de I’énergie & acquérir
cette nourriture. Autrement dit, K serait une fonction croissante de (1 —p;).
Par exemple, K(t) = Kaxp;+ (1 —p;)xKp. Quand il n’y a quasiment que de
I’eau propre, une bactérie qui arrive a se nourrir malgré tout a un coefficient
de reproduction K 4. Quand il n’y a que de l'eau polluée, le coefficient de
reproduction est Ky, avec Kg > K 4.

On a alors le modéle suivant :

Pr+1 =Pt + Ur
vre = K(O)(vr —v3)(1=proa) = (Kape+ (1= p) Ks) (0r —v)2) (1= prsa).

De maniére plus générale, toute idée correspondant a une observation, ou
a un modéle biologique permet de définir un modéle du type
pre1 = pe+ vr vppr = f(p, v, M(t))avecf (pr,vp, M(t)) < 1 — pp. Ou
M (T) représente les variables (en fonction du temps) influant sur le proces-
sus, comme la température par exemple.
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